
XIX �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀäëåð. 11 îêòÿáðÿ 2008.Ïåðâûé òóð. Ëèãà òàêòèê1. �àññìîòðèì n = k(k + 1)/2 êëåòîê äîñêè k × k, ëåæàùèõ íèæå èëè íà äèàãîíà-ëè, âåäóùåé èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà â ïðàâûé âåðõíèé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâðàññòàâèòü â íèõ ÷èñëà îò 1 äî n (êàæäîå ïî ðàçó) òàê, ÷òî M1 < M2 < · · · < Mk, ãäå÷åðåç Mi îáîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî â i-ì ñòîëáöå (ñîäåðæàùåì i êëåòîê)?2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A áèññåêòðèñû BD è CEïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå I. Äîêàæèòå, ÷òî
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.3. Ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c ðàâíî 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1 +
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>
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ab + bc + ac
.4. Áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòüâ òî÷êå D. Îêàçàëîñü, ÷òî AB2 + AC2 = 2AD2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AD è

BC.5. Äàíî íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî c. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6 (c − 3)/3, ÷òî

(2a − 1)2 + 8c � òî÷íûé êâàäðàò.6. Îñíîâàíèå ABCD ïèðàìèäû SABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Òî÷êà F� ïðîåêöèÿ âåðøèíû S íà ïëîñêîñòü ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè òî÷êè F íàïðÿìûå AS, BS, CS è DS ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.7. Ïÿòü âåðøèí ïðàâèëüíîãî äåñÿòèóãîëüíèêà ïîêðàøåíû â êðàñíûé öâåò, à îñòàëü-íûå ïÿòü â ñèíèé. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà: îäèí ñî âñåìèêðàñíûìè âåðøèíàìè, à äðóãîé � ñî âñåìè ñèíèìè.8. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p 6= 3. Èçâåñòíî, ÷òî a + b äåëèòñÿ íà p, à a3 + b3 äåëèòñÿ íà
p2. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî a + b äåëèòñÿ íà p2, ëèáî a3 + b3 äåëèòñÿ íà p3.9. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ïðåäñòàâèòü â âèäåñóììû äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé.10. Â îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî 30 òåííèñèñòîâ, êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûìðîâíî îäèí ðàç (íè÷üèõ â òåííèñå íå áûâàåò). Ôåäÿ ñîñ÷èòàë êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâïîñòðîèòü èõ â øåðåíãó òàê, ÷òîáû êàæäûé (êðîìå ïîñëåäíåãî) âûèãðàë ó ñâîåãîñîñåäà ñïðàâà. Ìîãëî ëè ó Ôåäè ïîëó÷èòüñÿ òðè ñïîñîáà?
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